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数学归纳法的文化性、重要性与教学可行性
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  摘 要:数学归纳法是一种基本的数学证明方法,主要用于证明与自然数有关的一些数学命题,它是沟通特殊

到一般、有限到无限的桥梁.通过对数学归纳法的历史文化性、重要性与突破教学难点的可行性的分析后建议:在
修订高中数学课标时应将数学归纳法纳入必修内容.
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0 引言

近年来,高中数学课程对数学归纳法的教学要

求和考试要求有不小变化.2003年新课改前是必修

内容;2003~2017年变为选修内容,实际上很多高

中是不学不修;2017年版的高中数学课程标准把数

学归纳法打上了“* ”,即不作为高考考试的内容,
相当于数学归纳法退出了高考,据已往经验,数学归

纳法一般会退出高中课堂,很多高中教师可能不再

教数学归纳法了,这对高中数学教学和高等数学教

学必然会造成消极影响,由此引发了不少数学教师

的担忧.因此,本文对数学归纳法的历史文化性、重
要性以及在高中教学的可行性进行分析,认为在修

订高中数学课标时应将数学归纳法纳入必修内容.

1 数学归纳法的历史文化性

数学归纳法具有深厚的历史文化底蕴,是数学

历史育人、数学文化育人的好素材.下面对数学归纳

法的起源、发展、成熟作了简述.
1.1 数学归纳法的起源

数学归纳法的形成,经历了漫长的时间.归纳递

推思想可追溯到公元前六世纪毕达哥拉斯时代甚至

更早,最好的例证是关于毕达哥拉斯对点子数的命

题证明,通过有限个特殊的对象归纳得出的一般结

论[1].所谓的毕达哥拉斯点子数命题,即连续n个正奇

数之和等于这些数的个数n的平方,即为:1+3+…+
(2n-1)=n2.这显然不是完全意义上的数学归纳

法,而是一种不完全归纳法,得到的结论仅是一种猜

想,不具可靠性.但这种论证方式对数学归纳法的发

展起到思想启蒙作用.
归纳推理思想进一步发展阶段是古希腊欧几里

得时期,对“素数的个数是无穷多个”的证明,该证明

需要用到结论:“若存在n个素数,则必存在n+1个

素数”,这种方法就是通过有限实现无限,体现了数

学归纳递推思想[2].这可能是最早用有限证明无限

的例子[2].冯进[3]认为,欧几里得完成了数学归纳法

证明的关键一步.虽然欧几里得的证明过程中体现

了归纳递推思想,但要真正形成现代意义上数学归

纳法中归纳奠基、归纳递推和归纳论断的步骤却不
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易,作为一种严密的数学方法进行论证是近代的事.
1.2 数学归纳法的发展

张映姜[2]研究表明,早在11世纪归纳法已普遍

使用,伊斯兰数学家凯拉吉使用了归纳法,这可能是

数学归纳法的最早证明方法,采用数学归纳法的两

个步骤证明“1,2,… ,n的立方和等于它们和的平

方”这个命题,这两个步骤分别是:第一,验证了第一

项成立,即现在的数学归纳法中的奠基;第二,利用

反向递推的思想,属于反向归纳法,不属于数学归纳

法,但“因为他做的是反向推理,但无论如何凯拉吉

的推理是现存的对整数立方和公式的最早证明,使
用了明显的归纳推理,还将推理建立于最基础的情

形[3]”.这表明,伊斯兰数学家将数学归纳法的发展

向前推进了一步,初步形成了数学归纳法奠基和归

纳递推的雏形.张映姜[2]、冯进等[3]研究表明,13世

纪末法国数学家莱维·本·热尔松在《计算技术》一
书中证明排列组合和有关整数命题时,用了“逐步的

无限递推”的递推归纳思想,这也是最早认识数学归

纳法证明过程两个基本步骤的数学家,更加清晰的

体现数学归纳法中的奠基和递推这个两个步骤.莱
维·本·热尔松的这些工作,对数学归纳法走向成

熟奠定了基础,数学归纳法的“奠基”和“递推”是数

学归纳法的核心,标志着数学归纳法的核心内容趋

于成熟.
文艺复兴推动下,数学归纳法再次得到发展.意

大利数学家毛罗利科斯(FranciscusMaurolycus,

1494~1575),用过与数学归纳法相似的方法论证,
但没给出数学归纳法这个名字.毛罗利科斯在对全

体自然数有关命题的证明进行研究后,认为需要考

察起始命题,即数学归纳法的归纳奠基.毛罗利科斯

认定递归推理是个好方法,所谓递归推理是指这样

的一种思想方法,它首先确定命题对于第一个自然

数是真的,然后再去证明命题具有递推性质,即如果

这个命题对于某一个自然数是真的,那么作为一个

逻辑必然,它对于该数的后继数也是真的[1].在

1575年所著《算术》一书中指明归纳推理这种思想.
说明数学归纳法的研究对象是自然数有关的命题,
此前还没人研究数学归纳法要解决问题的对象问

题,验证命题的第一个自然数是真命题.证明命题具

有递推性质,最后将结果作为一种逻辑必然,其实是

数学归纳法中的第三步,作出结论.
毛罗利科斯所提出的递归推理思想,通过法国

数学家、物理学帕斯卡(B.Pasca1)而得到提炼和发

扬,出现在帕斯卡所著《论算术三角形》一书中.王
科[4]研究表明,帕斯卡运用了现代意义上数学归纳

法证明的两个核心步骤证明帕斯卡三角,意味着数

学归纳法证明的确立.孙宏安等[5]研究表明,数学归

纳法最先明确而清晰的被阐述并使用是帕斯卡,他
在1645年所著《论算术三角形》中使用数学归纳法

证明“帕斯卡三角形”,即二项式展开式系数表.帕斯

卡最大的贡献在于最先明确而清晰的将数学归纳法

的归纳奠基和归纳推理两步指出来,即:第一步,验证

P(1)为真;第二步,假设P(k)为真,证明P(k+1)为

真.并用该法证明组合数公式Cr
n = n!

r! (n-r)!
,这

是第一个明确而清晰用数学归纳法证明的数学命

题,但帕斯卡的证明过程没有归纳论断,即没有当第

一步和第二步都成立时,则P(n)对所有的自然数

都成立.严格上来说,帕斯卡是对毛罗利科斯工作的

总结、提炼和发展.帕斯卡的工作,使得数学归纳法

更加清晰,但这不是完全意义上的数学归纳法.
数学归纳法名字的发展和形成经历了很长时

间.平辛伦[1],张映姜[2],张莉等[6]对数学归纳法名

字的由来作了研究,数学归纳法在19世纪又叫“逐
次归纳法”和“完全归纳法”,这两种叫法最早出现在

英国数学家德·摩根于1838年所著《小百科全书》
(PennyCydopedia)引言中,并建议使用“逐次归纳

法”.德·摩根在他的条目“归纳法(数学)”中建议用

“逐次归纳法(Succesiveinduction)”,但最后他使用

了数学归纳法这个术语,被认为是最早使用数学归

纳法 这 一 术 语 的 数 学 家.英 国 数 学 家 托 德 亨 特

(I·Todhunter.1820~1884)所著《代数》(1866版)一
书中,采用了数学归纳法这一术语并得到广泛传播.
托德亨特所使用的“数学归纳法”在当时不能广泛地

被人们接受,此时“数学归纳法”的名字处于争论时

期,未完全得到公认.
19世纪90年代中期,德国数学家戴德金又将

此方法称为“完全归纳法”,并在德国流传甚广.该提

法与当时逻辑学上完全归纳法的定义不一致,导致

“完全归纳法”与数学归纳法不等价.虽然数学归纳

法和一般归纳法相似,但它们之间有本质区别.“一
般归纳法是通过考察一部分对象,然后从这些对象

出发,推出一般性结论的方法.”需要指出的是完全

归纳法和不完全归纳法都属于归纳法,完全归纳法

只是归纳法的一种,完全归纳法要考察所要研究的

所有对象,故通过归纳法得出的结论不一定可靠.例
如f(n)=n2-n+41,对于所有正整数n,其函数值

·22·
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都是质数吗? 通过对前面一些正整数(n≤40)的
验证,发现都是质数,那么就可以肯定的断定后续函

数值一定是质数吗? 当然不行的.事实上,当n=41
时,f(n)=n2-n+41的函数值是合数.通过归纳法

只能给出部分研究对象的一般性结论(猜想),具有

不严谨性,而不能作为严格的数学证明方法.
数学归纳法是严格的论证方法,是由演绎逻辑

发展而来,是一种新的表现形式.首先,证明P(1)
真,这步是基础,如果P(1)不真,那后面推演都没

有基础和根据;其次假设P(k)真,证明P(k+1)
真,这个步骤实质上包含无穷多个三段论,上一个命

题是真为前提,推下一个命题为真,这样一直往下演

绎推理,从而实现从有限到无限的证明.
1.3 数学归纳法的成熟

意大利数学家皮亚诺(GiuseppePeano,1858~
1932)的自然数第五公设(即第五个公理)的建立标

志着数学归纳法走向成熟.1889年皮亚诺发表《算
术原理新方法》,他定义了“集合”“后继数”“属于”
等,建立了自然数五条公设[1]:(1)1是自然数;(2)1
不是任何自然数的后继数;(3)每一个自然数a都有

一个后继数;(4)若a和b有相同的后继数,那么a=
b;(5)(归纳公理)若一个由自然数组成的集合S若

果含有1,又若当S中含有数a 时,它一定含有数a
的后继数,那么集合S 和自然数集相等.其中第五

公设(又称归纳公理),为数学归纳法奠定了理论基

础,彻底解决了数学归纳法的理论基础,这标志着数

学归纳法的成熟.可见数学归纳法是皮亚诺归纳公

理的特例.很多研究者对数学归纳法进行了论证和

推广,如朱孝璋[7]从自然数的最小数原理出发,用集

合的观点导出了常见的数学归纳法.胡大志等[8]用

集合的观点给出对古典数学归纳法的一种严格证

明,并对数学归纳法的基本形式加以推广,从而使数

学归纳法扩大了应用范围.归纳公理和最小数原理

是等价的,张盛虞[9]给出了最小数原理和归纳公理

等价的证明方法,推出了数学归纳法常见类型并进

行了推广.

2 数学归纳法的重要性

2.1 数学家对数学归纳法的重视

近代以来,数学家对数学归纳法非常重视.如著

名数学家华罗庚[10]认为:“数学归纳法这个方法很

重要,对学好高等数学有帮助,对认识数学的性质也

有裨益,同时可以帮助我们深思.”数学家对数学归

纳法的重要性有深刻的体会,数学教育工作者也应

该认真反思并认同数学归纳法的重要性.数学归纳

法是数学家在探索“用有限解决无限”的漫长过程所

创造出来的数学智慧,是高层次的概括和提炼所产

生出的普适性方法,具有思想价值和方法论价值.正
如著名的数学家米山国臧[11]所说:“纵然把数学知

识忘记了,但数学的精神、思想、方法也会深深地铭

刻在头脑里.”数学知识是具体化的数学思想,数学

思想方法是凝结在具体数学知识中的精华部分,掌
握了数学的精神、方法和思想也就统领了数学知识.
所以应当听听数学大师的建议,重视数学归纳法.
2.2 数学归纳法具有方法论的价值

数学方法论主要是研究和讨论数学的发展规

律、数学的思想方法以及数学中的发现、发明与创新

等一般法则的一门学问[12].简单来讲,方法论就是

具有普遍意义的方法,是解决数学问题、发现和证明

一些数学命题的常用方法.数学归纳法具有方法论

的价值,它象一只“会下蛋的鸡”,具有知识创生的功

能即知识生长的能力.数学归纳法是一种全息方法,
能够衍生出一系列的知识点[13].第一数学归纳法可

以演化生长出一系列的归纳法,如第二数学归纳

法[14];累积数学归纳法[15];倒推(反向)数学归纳

法[16-17];跳跃式数学归纳法[18];跷跷板数学归纳

法[2](也称螺旋式数学归纳法);超穷归纳法、连续归

纳法、二元归纳法等[3],数学归纳法仅仅是超穷归纳

法的一个特例;二元有限归纳法及推广[14];推广到

连续区间上的数学归纳法,对等距归纳和非等距归

纳这一问题的提出具有较大意义[19].数学归纳法具

有发现、推广和证明数学命题的功能.数学归纳法能

培养学生发现问题、推广问题、解决问题的能力,如
由二元均值不等式到三元均值不等式的推广,最后

推广到n元均值不等式,可以用数学归纳法证明n
元均值不等式.许多问题推广到n元情形得到猜想

之后,再用数学归纳法去证明,其解题思路自然流

畅,其证明过程也比较简洁.
2.3 数学归纳法的应用价值

数学归纳法具有广泛的应用,特别是在高等数

学中,数学归纳法是学习高等数学重要的、必要的数

学方法.以《高等代数(第四版)》(北大数学系前代数

小组编)为例,该书使用数学归纳法证明定理高达

14次、例题(不含课后习题)4次,而且有些定理的证

明必须要用到数学归纳法,这在一定程度上说明数

学归纳法在高等数学中具有不可替代性,这足见数

·32·
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学归纳法在高等数学中的广泛应用和重要性.数学

归纳法在中学数学中也有广泛的应用,如在证明恒

等式、整除性、数列通项公式、不等式、几何、竞赛中

都有广泛的应用.数学归纳法是通过有限来证明无

限的思维工具,将无穷多个三段论概括为一个三段

论来证明关于自然数的命题,是人类理性智慧的光

辉范例.特别是推广后的数学归纳法,应用范围更广

泛,解决问题的类型更多.

3 数学归纳法的教学可行性

3.1 数学归纳法的教学难点分析

常见的数学归纳法的教学困难主要有如下几

点:第一,学生不理解归纳奠基的重要性,做题时常

忽略;第二,不理解为何要假设命题P(k)为真,对
假设命题P(k)为真抱有怀疑态度;第三,不理解假

设命题P(k)为真,为何证明了命题P(k+1)为真,
就能推导出对所有的命题都成立.实际上,归纳奠基

是数学归纳法推理的基石(基础),是一切证明的前

提条件.由命题P(k)为真推导命题P(k+1)为真,
是为了说明命题具有传递性(递推性).用人工智能

的观点来看,数学归纳法的第二步(即归纳递推)实
质上具有“自动推理功能(能力)”,它把无穷多个三

段论放在了一个三段论中.近年来对数学归纳法的

应用研究和教学研究比较多,如赵春祥[20]对数学归

纳法的难点做了分析,给出了证明不等式从P(k)
到P(k+1)的策略与方法,如等价转化命题、强化

命题结论和寻找过度条件等策略.还可仿照文献

[21]对数学归纳法的教学难点作心理分析.詹欣豪

和何小亚[22]分析了数学归纳法的教学困难并给出

了教学对策.这些研究给数学归纳法的教学和应用

提供了新的视角,运用现代教育理论对数学归纳法

的教学设计,对数学归纳法的教学具有启发性和指

导性.数学归纳法在高中教学的困难还体现在高中

不讲“数学归纳法是皮亚诺第五条公理的具体应

用”,也不给出数学归纳法的严格证明,这就让很多

学生对数学归纳法感到“不放心”.此外,数学归纳法

不是一个简单的三段论,而是一个无穷的“复合式”
三段论,这对高中学生来说,没有现成的数学经验可

以借鉴,来帮助和支持对数学归纳法的同化学习.
3.2 突破数学归纳法教学难点的可行性

数学归纳法是高中数学公认的教学难点,吸引

了很多教师的思考与研究,取得了不少研究成果(结
果).如陈雪梅等[23]利用心理学理论,设计了数学归

纳法的教学过程,并对设计的意图进行了分析,通过

创设情境激发学生的内在动机和认知欲望,让学生

将外在知识内化为自身对知识的理解和认识,通过

有效的表征促进学生对数学归纳法本质的认识.王
科和汪晓勤[24]从介绍数学归纳法的发展历史出发,
在教学过程中让学生经历文字书写阶段、缩写代数

化阶段、符号代数阶段、形式化阶段等,这些阶段其

实质是让学生经历数学化(即符号化和抽象化)的过

程,这有利于学生建构对数学归纳法概念的理解和

认识,从学习的角度出发设计数学归纳进行的教学,
通过逐步(级)抽象的过程,层层拔高数学抽象程度,
数学教学应体现从简单到复杂、从具体到抽象的教

学原则.胡群[25],马茂年等[26]提倡课堂回归“数学

化”,让数学课堂成为真正的思维训练场,强调数学

归纳法在中学应该被得到重视,数学归纳法具有深

厚的数学思想,应该让学生从知识角度学习数学归

纳法的精髓,而不是走形式化的教学.胡群[25]的教

学设计采用类比法,注重生活中的游戏和已有知识

经验(沈顺良[27]的教学改进中也体现),由多米诺骨

牌到数列,再到数学归纳法,过渡自然恰当.这个教

学设计,其教学程序按照“游戏”→“数列”→“数学归

纳法”→“案例”→“总结方法”进行,其中的“游戏”
“数列”起先行组织者的作用,起到了激发动机和激

活经验的作用.李璜[28]认为,当下以解题教学代替

概念教学存在诸多弊端,并用概念教学的APOS理

论(即活动—程序—对象—图式)对数学归纳法进行

教学设计,解决了教学弊端.张松年[29]运用数学概

念的表征理论(即对数学概念的感知、加工、存储、记
忆等过程),以生活中的事例引入新课,丰富学生的

感性认识,再逐步渗透数学归纳法的概念,然后形成

数学归纳法的完整概念,最后通过应用和巩固对数

学归纳法的操作步骤,强调学生对数学概念的表征.
对数学概念的准确表征是理解数学本质的需要,是
认识数学特点的需要,是解决数学问题的需要,是学

生理解数学概念的重要标志.潘伊人和濮安山[30]从

数学核心素养的视角出发,认为以数学归纳的教学

设计和反思出发,认为数学归纳法是培养学生观察

问题、思考问题和解决问题的数学方法;王跃辉

等[31]也要求培养学生数学思考能力、问题解决能力

和创新意识.学生学习数学归纳法应该“观察”数学

归纳法所要解决问题的特点:证明与自然数有关的

命题;“掌握”数学归纳法的程序:“奠基”—“递推”—
“结论”;“认识”数学归纳法的价值:思维价值,应用
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价值,人文价值和教育价值.徐海虎[32]对数学归纳

法案例的选择原则进行了研究,指出案例的选择要

从对学生的“学”与教师的“教”两个方面来考虑,既
要注意引起学生的认知冲突,激发求知欲望,又要富

含趣味性和数学味,能够引导学生数学的看待和思

考问题.

4 结论

数学归纳法提供了一种可以通过有限把握无限

的思维工具,是人类理性智慧的光辉范例.数学归纳

法是培养学生数学核心素养的好素材[33].在中学的

教学中不能因为高考不考而削弱对数学归纳法的教

学要求,而应重视其思维价值、应用价值、文化价值、
教育价值等.鉴于数学归纳法蕴含丰富的数学思想、
方法论价值、文化育人价值和思维训练价值,建议将

高中(选修2-2第二章:推理与证明2.3节:数学归

纳法)纳入必修内容.其理由如下:第一,著名数学家

华罗庚认为数学归纳法很重要,对学好高等数学和

提高对数学的认识大有帮助.第二,数学归纳法在整

个数学中占据重要地位,是数学中重要的基本方法,
很多数学问题的解决离不开数学归纳法.特别是在

高等数学中用数学归纳法证明关于某些涉及自然数

的命题时具有不可代替性.第三,我国应该借鉴和吸

取国外的教学改革经验,重视对数学归纳法的教学.
如美国、日本等的要求比我国更高,2000年美国要

求学生会用数学归纳法证明一些特殊类型的题

目[34];王科和汪晓勤[35]对中国、美国、日本等国对

数学归纳法的要求做了研究,教材内容安排和题目

难度进行了比较分析,我国相对于美国、日本等国对

数学归纳法的要求要低.第四,数学归纳法的教学难

点可以突破,运用一些教师的教学设计可以突破数

学归纳法这个教学难点,如张松年[29]的教学实录;
李雪梅和赵思林[36]基于APOS教学理论的教学设

计;詹欣豪和何小亚[22]分析了教学困难并给出了教

学对策.这些教学设计都对突破数学归纳法法教学

的难点具有启发性和实用性.第五,数学归纳法具有

较高的文化价值、思维价值和育人价值.数学归纳法

的文化价值体现在数学归纳法的发展历史之中,凝
聚了一代代数学家的辛勤和智慧,数学家通过创新

思维巧妙地解决了“无限”到“有限”的转化,为人类

认识无限、把握无限提供的一个光辉的范例.数学归

纳法的思维价值体现在理解、应用数学归纳法需要

直觉思维和逻辑思维的综合运用.很显然,运用数学

归纳法,一般既需要运算,又需要归纳,还需要逻辑

推理,这有助于培养学生的数学运算和逻辑推理等

核心素养.
基于对数学归纳法的历史文化性、重要性与突

破教学难点的可行性的分析,可以认为,数学归纳法

具有良好的文化育人价值,是学生感悟数学思想方

法的重要学习资源,对学生进一步学习高等数学是

非常必要的,虽然数学归纳法是高中数学教学的难

点,但突破教学难点是可能的也是可行性.由此得出

结论:将数学归纳法纳入高中数学的必修课程是必

要的、合理的,也是可行的.因此,建议在下一次修订

新课标时,将数学归纳法纳入必修课程的内容,但教

材上的习题和高考试题都应控制题目难度,让更多

学生对数学归纳法的学习有信心,为学生进一步学

习高等数学打下良好基础.
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TheCulturalAspect,ImportanceandTeachingFeasibility
ofMathematicalInduction
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  Abstract:Asabasicmathematicalprovingmethod,mathematicalinduction,ischieflyadoptedtoprovesomemathemat-
icalpropositionrelatedtonaturalnumbers.It’slikeabridgethatbringstogetherwiththespecificandthegeneral,andlinks
thefinitewiththeinfinite.Throughtheanalysisofthehistoricalculturalaspect,importanceandthefeasibilityofbreaking
throughtheteachingdifficultiesofmathematicalinduction,itisconcludedthatmathematicalinductionshouldbeincludedinthe
compulsorycontentfortherevisionofthehighschoolmathematicscurriculumstandard.
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